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［摘 要］ 探讨了交换半环上全矩阵代数的局部 Jordan 导子的刻画问题。令 Ｒ 表示 2－非挠的交换半环，证明了

Ｒ 上的全矩阵代数 Mn( Ｒ) 上的每个局部 Jordan 导子都是内导子。
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1． 引言与预备知识

关于 Jordan 导子的研究一直是国内外众多学者

关注的热点问题，其中 “Jordan 导子什么时候退化

成导子”已被许多学者讨论。由局部 Jordan 导子的

定义可知，Jordan 导子一定是局部 Jordan 导子，局

部 Jordan 导子不一定是 Jordan 导子。而近来，赵延

霞［1］通过对交换幺环上全矩阵代数的 Jordan 导子和

局部 Jordan 导子的研究，证明了交换幺环上的全矩

阵代数上的每一个 Jordan 导子都是内导子，每一个

局部 Jordan 导子也都是内导子。对于交换半环上全

矩阵代数的局部 Jordan 导子是否也有类似的结论呢?

本文的研究旨在解决这个问题，并得到肯定的答案。

定义 1［2］: 半环 Ｒ = ( Ｒ，+，·，0，1) 是满足下列

性质的一种代数结构:

( 1) ( Ｒ，+，0) 是一个交换幺半群;

( 2) ( Ｒ，·，1) 是一个幺半群;

( 3) 对任意的 a，b，c∈ Ｒ ，均有 a·( b + c) =

a·b + a·c，( a + b) ·c = a·c + b·c ;

( 4) a∈ Ｒ，0·a = a·0 = 0;

( 5) 0≠ 1。

半环 Ｒ 称为交换半环，如果a，b∈ Ｒ ，均有

ab = ba。

半环 Ｒ 称为 2－非挠的，如果对于任意的 a，b

∈ Ｒ ，如果 2a = 2b ，那么 a = b。

定义 2［2］: 设 Ｒ 是一个半环，( M，+，0M ) 是一

个可交换的幺半群，如果存在一个映射: Ｒ × M →

M，( r，m) → rm ，对 于 r，r ' ∈ Ｒ，m，m ' ∈ M ，

满足:

( 1) r( m + m ') = rm + r m ' ;

( 2) ( r + r ') m = rm + r 'm ;

( 3) ( r r ') m = r( r 'm) ;

( 4) 1Ｒm = m ;
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( 5) r0M = 0M = 0Ｒm ;

则称 M 为左 Ｒ －半模。

定义 3［3］: 设 Ｒ 是一个交换半环，( A， +，·，

0，1) 是一个半环。如果 ( A， +，0) 是一个左 Ｒ －

半模，且满足 r ∈ Ｒ，x，y ∈ A ，均有 r( xy) =

x( ry) ，则称 A 是 Ｒ 上的一个代数。

定义 4［4］: 设 Ｒ 是一个交换半环，Mn( Ｒ) 是由

Ｒ 上所有 n 阶矩阵构成的集合。对于 A = ( aij ) ，

B = ( bij ) ∈ Mn( Ｒ) ，a ∈ Ｒ ，定 义 A + B =

( aij + bij ) n×n，A·B = (∑
n

k = 1
aikbkj ) n×n

，aA = ( aaij ) n×n 。

不难验证，( Mn( Ｒ) ， +，On ) 对于纯量乘法构

成一个左 Ｒ －半模，称为交换半环 Ｒ 上的矩阵半模，

其中零元 On 是 n 阶零矩阵。而 ( Mn( Ｒ) ， +，·，

On，In ) 是交换半环 Ｒ 上的一个代数，称为交换半

环 Ｒ 的全矩阵代数。本文将第 ( i，j) 处元素为 1、

其它位置的元素均为 0 的 n × n 矩阵记作 eij 。

定义 5［4］: 设 Ｒ 是一个半环，r∈ Ｒ ，如果在 Ｒ

中存在一个元素 s 使得 r + s = 0，则称 r 为半环 Ｒ 的

一个可反元，此时称 s 为 r 的一个反元。

容易验证，可反元 r 的反元是唯一的，记为 －

r。设 a，b∈ Ｒ ，b 是 Ｒ 的可反元，定义 a － b = a +

( － b) 。

定义 6［4］: 设 Ｒ 是一个交换半环，M = ( aij ) n×n

∈ Mn( Ｒ) ，如果 M 中的每一个元素 aij 都是 Ｒ 中的

可反元，那么称 M 在 Mn( Ｒ) 中是可反的，这时称

( － aij ) n×n 为 M 的反矩阵，记为 － M。

定义 7: 设 A 是 Ｒ 上的一个代数。

( 1) 对于线性映射 δ : A→ A ，如果对于a，b

∈ A ，均有 δ( ab + ba) = δ( a) b + aδ( b) + δ( b) a +

bδ( a) ，则称 δ 是一个 Jordan 导子。

( 2) 对于线性映射 δa : A→ A ，如果对于a∈

A ，存在一个仅依靠于 a 的 Jordan 导子 δa ，使得

δ( a) = δa( a) ，则称 δa 是一个局部 Jordan 导子。

2． 主要结果及其证明

引理 1［4］: 设 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，A

是半环 Ｒ 上的一个代数，δ 是 A 上的一个 Jordan 导

子。那 么 对 于 a ∈ A ， 均 有 δ( a2 ) = δ( a) a

+ aδ( a) 。

引理 2: 设 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，δ 是

Mn( Ｒ) 上的一个局部 Jordan 导子。

( 1) 如果 E 是 Mn( Ｒ) 上的一个幂等元，那么

δ( E) = δ( E) E + Eδ( E) 。

( 2) 如果 E3 = E ，E ∈ Mn( Ｒ) ，那么 δ( E) =

δ( E) E2 + Eδ( E) E + E2δ( E) 。

证明: ( 1) 如果 E 是 Mn( Ｒ) 上的一个幂等元，

那么 E = E2。因为 δ 是 Mn( Ｒ) 上的一个局部 Jordan

导子，那么存在一个仅依靠于 E 的 Jordan 导子 δE ，

使得 δ( E) = δE( E) 。因此，由引理 2． 1 有:

δ( E) = δE( E) = δE( E
2 ) = δE( E) E + EδE( E) =

δ( E) E + Eδ( E) 。

( 2) 因为 δ 是 Mn( Ｒ) 上的一个局部 Jordan 导

子，那么存在一个仅依靠于 E 的 Jordan 导子 δE ，使

得 δ( E) = δE( E) 。如果 E = E3，那么:

δE( E·E2 + E2·E)

= δE( E)·E2 + EδE( E
2 ) + δE( E

2 ) E + E2δE( E) ( Jordan

导子的定义)

= δE( E) ·E2 + E( δE( E) E + EδE( E) ) + ( δE( E) E +

EδE( E) ) E + E2δE( E) ( 由引理 2. 1)

= δE( E) ·E2 + EδE( E) E + E2δE( E) + δE( E) E2 +

EδE( E) E + E2δE( E)

= 2( δE( E) ·E2 + EδE( E) E + E2δE( E) )

而 δE( E·E2 + E2·E) = δE( 2E
3 ) = 2δE( E

3 ) ，所

以 2δE( E
3 ) = 2( δE( E)·E2 + EδE( E) E + E2δE( E) ) 。

由于 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，所以 δE( E
3 ) =

δE( E) ·E2 + EδE( E) E + E2δE( E) 。

因此，δ( E) = δE( E) = δE( E
3 ) = δE( E) ·E2 +
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EδE( E) E + E2δE( E) = δ( E)·E2 + Eδ( E) E + E2δ( E) 。

引理 3［4］: 设 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，且

Ｒ 中不存在非零的加法幂等元，δ 是 Mn( Ｒ) 上的一个

Jordan 导子，同时记 δ( eij ) = ( a ( ij)
kl ) n×n，i，j = 1，

2，…，n ，其中 a ( ij)
kl ∈ Ｒ。那么有:

δ( eij ) =
∑

n

k = 1，k≠i
a ( ii)
ki eki + ∑

n

l = 1，l≠i
a ( ii)
il eil i = j

∑
n

k = 1，k≠i
a ( ii)
ki ekj + ∑

n

l = 1，l≠j
a ( jj)
jl eil + a ( ij)

ij eij i≠ j











引理 4: 设 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，δ 是

Mn( Ｒ) 上的一个局部 Jordan 导子，同时记 δ( eii ) =

( a ( ii)
kl ) n×n，i = 1，2，…，n ，其中 a ( ii)

kl ∈ Ｒ ，那么

δ( eii ) = ∑
n

k = 1，k≠i
a ( ii)
ki eki + ∑

n

l = 1，l≠i
a ( ii)
il eil 。

证明: 因 为 eii = e2ii ，由 引 理 2 得: δ( eii ) =

δ( eii ) eii + eiiδ( eii ) =∑
n

k = 1
a ( ii)
ki eki +∑

n

l = 1
a ( ii)
il eil 。

对比等式两边，有: a ( ii)
ii = a ( ii)

ii + a ( ii)
ii ，再由 Ｒ

的条件，可得: a ( ii)
ii = 0。

所以 δ( eii ) = ∑
n

k = 1，k≠i
a ( ii)
ki eki + ∑

n

l = 1，l≠i
a ( ii)
il eil 。

引理 5: 设 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，δ 是

Mn( Ｒ) 上的一个局部 Jordan 导子，那么存在一个可反

矩阵 M ，使得 ( δ － adM) ( eii ) = 0，i = 1，2，…，n。

证明: 因为 ( eii + ejj )
2 = eii + ejj，i≠ j ，所以由

引理 2 可知:

δ( eii + ejj )

= δ( eii + ejj ) ( eii + ejj ) + ( eii + ejj ) δ( eii + ejj )

= ( δ( eii ) + δ( ejj ) ) ( eii + ejj ) + ( eii + ejj ) ( δ( eii ) + δ( ejj ) )

= ∑
n

k = 1，k≠i
a ( ii)
ki eki + a ( ii)

ij eij + ∑
n

k = 1，k≠j
a ( jj)
kj ekj + a ( jj)

ji eji + a ( jj)
ij eij +

∑
n

l = 1，l≠j
a ( jj)
jl ejl + a ( ii)

ji eji + ∑
n

l = 1，l≠i
a ( ii)
il eil，

而 δ( eii + ejj ) = δ( eii ) + δ( ejj ) = ∑
n

k = 1，k≠i
a ( ii)
ki eki +

∑
n

k = 1，k≠j
a ( jj)
kj ekj + ∑

n

l = 1，l≠j
a ( jj)
jl ejl + ∑

n

l = 1，l≠i
a ( ii)
il eil ，

对比两式，可得 a ( ii)
ij + a ( jj)

ij = ( a ( ii)
ij + a ( jj)

ij ) + ( a ( ii)
ij

+ a ( jj)
ij ) ，a ( ii)

ji + a ( jj)
ji = ( a ( ii)

ji + a ( jj)
ji ) + ( a ( ii)

ji + a ( jj)
ji ) ，

由 Ｒ 的条件，可得: a( ii)
ij + a( jj)

ij = 0，a( ii)
ji + a( jj)

ji = 0。

因此，a ( ii)
ij = － a ( jj)

ij ，a ( jj)
ji = － a ( ii)

ji 。

可设可反矩阵 M =∑
1!k ＜ l!n

a ( kk)
lk elk －∑

1!k ＜ l!n
a ( kk)
kl ekl ，则:

( δ － adM) ( eii )

= δ( eii ) － adM( eii ) = δ( eii ) － ( Meii － eiiM)

= δ( eii ) － (∑
n

l = i+1
a( ii)
li eli －∑

i－1

k = 1
a( kk)
ki eki －∑

i－1

k = 1
a( kk)
ik eik +∑

n

l = i+1
a( ii)
il eil )

= δ( eii ) － (∑
n

k = i+1
a( ii)
ki eki －∑

i－1

k = 1
a( kk)
ki eki －∑

i－1

l = 1
a( ll)
il eil +∑

n

l = i+1
a( ii)
il eil )

= δ( eii ) － (∑
n

k = i+1
a( ii)
ki eki +∑

i－1

k = 1
a( ii)
ki eki +∑

i－1

l = 1
a( ii)
il eil +∑

n

l = i+1
a( ii)
il eil )

= ∑
n

k = 1，k≠i
a( ii)
ki eki + ∑

n

l = 1，l≠i
a( ii)
il eil － ( ∑

n

k = 1，k≠i
a( ii)
ki eki + ∑

n

l = 1，l≠i
a( ii)
il eil )

= 0。

引理 6: 设 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，且 Ｒ 中

不存在非零的加法幂等元，δ 是 Mn( Ｒ) 上的一个局部

Jordan 导子，如果 δ( eii ) = 0，i = 1，2，…，n ，那么

存在一个 bij ∈ Ｒ ，使得 δ( eij ) = bijeij，1 !i≠ j !n。

证明: 因为 δ 是Mn( Ｒ) 上的一个局部 Jordan 导子，

那么存在一个仅依靠于 eij 的 Jordan 导子 δeij ，使得

δ( eij ) = δeij( eij ) 。

由引 理 3，可 设: δ( eij ) = δeij( eij ) =∑
n

k = 1
bkjekj +

∑
n

l = 1，l≠j
bileil 。

因为 ( eii + eij )
2 = eii + eij， 所以由引理 2 可知:

δ( eii + eij )

= δ( eii + eij ) ( eii + eij ) + ( eii + eij ) δ( eii + eij )

= ( δ( eii ) + δ( eij ) ) ( eii + eij ) + ( eii + eij ) ( δ( eii )

+ δ( eij ) )

= δ( eij ) ( eii + eij ) + ( eii + eij ) δ( eij )

= bii eii + bii eij + bij eij + ∑
n

l = 1，l≠j
bil eil + bjj ejj，

而 δ( eii + eij ) = δ( eii ) + δ( eij ) = δ( eij ) ，所以
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δ( eij ) = bii eii + bii eij + bij eij + ∑
n

l = 1，l≠j
bil eil + bjj ejj 。

对比等式两边，有: bii eii = bii eii + bii eii ，再由 Ｒ

的条件，可得: bii = 0，即 δ( eij ) = bijeij + ∑
n

l = 1，l≠i，j
bil eil +

bjj ejj 。

另一方面，又因为 ( eij + ejj )
2 = eij + ejj， 所以由

引理 2 可知:

δ( eij )

= δ( eij + ejj ) = δ( eij + ejj ) ( eij + ejj ) + ( eij + ejj ) δ( eij + ejj )

= δ( eij ) ( eij + ejj ) + ( eij + ejj ) δ( eij )

= bijeij + bjj ejj + bjj ejj + bjj eij，

对比等式两边，可得: bjj ejj = bjj ejj + bjj ejj ，再由 Ｒ

的条件，有 bjj = 0。因此，δ( eij ) = bijeij 。

引理 7: 设 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，且 Ｒ

中不存在非零的加法幂等元，δ 是 Mn( Ｒ) 上的一个

局部 Jordan 导子，如果 δ( eii ) = 0，i = 1，2，…，n ，

那么存在一个可反矩阵 D∈ Mn( Ｒ) ，使得:

( δ － adD) ( ei，i +1 ) = 0，( δ － adD) ( ei+1，i ) = 0，1

!i !n － 1，且( δ － adD) ( eii ) = 0，1 !i !n。

证明: 由引理 6，当 δ( eii ) = 0，i = 1，2，…，n

时，δ( eij ) = bijeij 。

因为 ( eij +eji )
3 = eij + eji， 所以由引理 2 ( 2) ，有:

δ( eij + eji )

= δ( eij + eji )·( eij + eji ) 2 + ( eij + eji )·δ( eij + eji )·( eij
+ eji ) + ( eij + eji ) 2δ( eij + eji )

= ( δ( eij ) + δ( eji ) )·( eii + ejj ) + ( eij + eji )·( δ( eij ) +

δ( eji ) ) ·( eij + eji ) + ( eii + ejj ) ( δ( eij ) + δ( eji ) )

= ( bijeij + bji eji )·( eii + ejj ) + ( eij + eji )·( bijeij + bji eji )·

( eij + eji ) + ( eii + ejj ) ( bijeij + bji eji )

= bji eji + bij eij + ( bijeji + bji eij ) + bijeij + bji eji
= ( bij + bji + bij ) eij + ( bji + bij + bji ) eji

而 δ( eij + eji ) = δ( eij ) + δ( eji ) = bijeij + bji eji ，所以

bij = bij + bji + bij，bji = bji + bij + bji 。

因此，bij + bji = ( bij + bji + bij ) + bji = ( bij + bji ) +

( bij + bji ) ， 再由 Ｒ 的条件，可得: bij + bji = 0。

所以，bji = － bij 。

可设可 反 矩 阵 D =－ diag( 0，b12，b12 + b23，

…，b12 + b23 + … + bn－1，n ) ，则:

( δ － adD) ( eii ) = 0 － ( Deii － eiiD) = 0，1 !i !n;

( δ － adD) ( ei，i+1) = bi，i+1ei，i+1－( Dei，i+1 － ei，i+1D)

= bi，i +1ei，i +1 +∑
i －1

l = 1
bl，l +1ei，i +1 －∑

i

l = 1
bl，l +1ei，i +1 = 0，

1 !i !n;

( δ － adD) ( ei+1，i ) = bi+1，i ei+1，i － ( Dei+1，i － ei+1，iD)

= － bi，i +1ei+1，i +∑
i

l = 1
bl，l +1ei+1，i －∑

i －1

l = 1
bl，l +1ei+1，i =0，1 !i !n。

引理 8: 设 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，且 Ｒ

中不存在非零的加法幂等元，δ 是 Mn( Ｒ) 上的一个

局部 Jordan 导子，如果 δ( ei，i +1 ) = 0，δ( ei+1，i ) = 0，

1 ! i ! n － 1，且 δ( eii ) = 0，1 ! i ! n ，那么:

δ( ei，i +k ) = 0，δ( ei+k，i ) = 0，ei，i +k，ei+k，i ∈

Mn( Ｒ) 。

证明: 由引理 6，当 δ( eii ) = 0，i = 1，2，…，n

时，δ( eij ) = bijeij 。

当 k = 2 时，因为

( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 )
2 = ei，i +1 + ei+1，i +2

+ ei，i +2 + ei+1，i +1 ，所以:

δ( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 )

= δ( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 ) · ( ei，i +1 +

ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 ) + ( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2

+ ei+1，i +1 ) ·δ( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 )

= δ( ei，i +2 ) · ( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 ) +

( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 ) ·δ( ei，i +2 )

= bi，i +2ei，i +2· ( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 ) +

( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 )·bi，i +2ei，i +2 = 0，

而 δ( ei，i +1 + ei+1，i +2 + ei，i +2 + ei+1，i +1 ) = δ( ei，i +1 )

+ δ( ei+1，i +2 ) + δ( ei，i +2 ) + δ( ei+1，i +1 ) = δ( ei，i +2 ) ，因

此，δ( ei，i +2 ) = 0。

类似的，由 ( ei+1，i + ei+2，i +1 + ei+2，i + ei+1，i +1 )
2
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= ei+1，i + ei+2，i +1 + ei+2，i + ei+1，i +1 可得: δ( ei+2，i ) = 0。

假设 δ( ei，i +m ) = 0，δ( ei+m，i ) = 0，m = 2，3，

…，k － 1。

因为 ei，i +1 + ei+1，i +k + ei，i +k + ei+1，i +1 与 ei+1，i +

ei+k，i +1 + ei+k，i + ei+1，i +1 均为幂等元，所以类似于 k =

2 ，经计算可得: δ( ei，i +k ) = 0，δ( ei+k，i ) = 0。

因 此， 由 数 学 归 纳 法 可 知: δ( ei，i +k ) = 0，

δ( ei+k，i ) = 0，ei，i +k，ei+k，i ∈ Mn( Ｒ) ，即 δ( eij ) = 0。

定理 1: 设 Ｒ 是一个 2－非挠的交换半环，且 Ｒ

中不存在非零的加法幂等元，那么 Mn( Ｒ) 上的每个

局部 Jordan 导子都是内导子。

证明: 令 δ 是 Mn( Ｒ) 上的一个局部 Jordan 导

子，那么由引理 4 到引理 8 可得: 存在可反矩阵

M，D∈ Mn( Ｒ) ，使得 ( δ － adM － adD) ( eij ) = 0，

1 !i，j !n。也就是说 δ = adM + adD = ad( M + D) ，

所以 δ 是 Mn( Ｒ) 上的一个内导子。
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On Local Jordan Derivations of Full Matrix Algebra
over Commutative Semirings

ZHUANG Jinhong

( Foundation Section，Fujian Business University，Fuzhou 350012，China)

Abstract: This paper explores the local Jordan derivations of full matrix algebra over commutative semirings． Suppose

Ｒ is a 2－torsion free commutative semiring with identity 1，Mn( Ｒ) is the algebra consisting of all n by n matrices over

Ｒ ，it proves that every local Jordan derivation of Mn( Ｒ) is an inner derivation．
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